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1. TÓM TẮT NỘI DUNG LUẬN ÁN
	Luận án tập trung khảo sát ảnh của đa thức được đánh giá trên đại số không giao hoán, với trọng tâm là các đa thức không giao hoán suy rộng và vai trò của chúng trong mối liên hệ với Giả thuyết L’vov–Kaplansky cũng như Giả thuyết Mesyan. Bên cạnh đó, luận án đã xem xét các hiện tượng khi ảnh của đa thức có thể bao phủ toàn bộ đại số cho trước, hoặc sinh ra những không gian con đặc biệt. Các trường hợp điển hình được xem xét bao gồm: đại số chia, đại số ma trận trên vành chia, đại số quaternion, đại số nhóm xoắn, và đại số hữu hạn địa phương. Ngoài ra, luận án còn nghiên cứu những biểu diễn phần tử dưới dạng tích của các bình phương hoặc hoán tử nhân của các phần tử trong ảnh của đa thức, qua đó kết nối với những chủ đề cổ điển trong lý thuyết nhóm tuyến tính và bài toán kiểu Waring dạng nhân.
2. NHỮNG KẾT QUẢ MỚI CỦA LUẬN ÁN
· Đặt  trong đó  là một số chẵn. Nếu  là một đại số trên một trường  và tồn tại một số chẵn  sao cho  thì . Nếu  là một vành không giao hoán và tồn tại một số chẵn  sao cho  thì điều kiện cần và đủ để mọi phần tử khác  của  đều khả nghịch là  có cấu trúc là một vành chia. Nếu  là một vành chia và  là một số nguyên thì  với mọi  khi  là vành giao hoán, và  với mọi  khi  là vành không giao hoán.
· Với  là một vành chia có tâm  với đặc trưng khác  và số nguyên : điều kiện cần và đủ để  là  trùng với không gian vector sinh bởi tất cả các ma trận đối hợp trong . Đồng thời, mô tả được không gian vector sinh bởi ảnh của đa thức trên .
· Mô tả đầy đủ ảnh của đa thức đa tuyến tính trên đại số quaternion.
· Thiết lập được một số điều kiện để xảy ra  với đa thức  và đại số  cho trước.
· Chứng minh phiên bản đầy đủ của Định lý Kursov đối với ; đồng thời đánh giá được rằng độ rộng  hoán tử nhân trong một số lớp đại số không vượt quá , và chỉ ra mối liên hệ giữa hoán tử nhân và bình phương.
3. CÁC ỨNG DỤNG/ KHẢ NĂNG ỨNG DỤNG TRONG THỰC TIỄN HAY NHỮNG VẤN ĐỀ CÒN BỎ NGỎ CẦN TIẾP TỤC NGHIÊN CỨU	
	Hướng nghiên cứu này có tiềm năng ứng dụng lý thuyết trong:
· Lý thuyết nhóm tuyến tính, đặc biệt trong việc phân tích cấu trúc của ;
· Lý thuyết mã hóa và mật mã học, nơi các đại số ma trận và các phép biến đổi không giao hoán cung cấp một số công cụ then chốt;
· Nghiên cứu về đại số nhóm  xoắn và biểu diễn, nhất là trong việc hiểu rõ hơn cấu trúc của các phần tử khả nghịch trong đại số nhóm xoắn;
· Giải tích tự do, một chuyên ngành mới gần đây nghiên cứu về giải tích của các hàm theo các biến không giao hoán;
· Tối ưu đa thức không giao hoán, một chuyên ngành mới gần đây nghiên cứu về thuật toán tối ưu bằng cách sử dụng ảnh của đa thức không giao hoán.
	Một số vấn đề còn bỏ ngỏ cần tiếp tục nghiên cứu gồm:
· Mở rộng phân loại ảnh của các đa thức được đánh giá trên các đại số không giao hoán khác như đại số hữu hạn chiều nhưng không đơn, hoặc đại số Banach không nhất thiết có đơn vị;
· Làm rõ thêm mối quan hệ giữa số lượng bình phương cần thiết trong biểu diễn với cấu trúc cụ thể của đại số;
· Nghiên cứu hiện tượng toàn ánh trong trường hợp tổng của hai đa thức đa tuyến tính, vốn chưa được hiểu rõ như trường hợp tích;
· Khảo sát các biến thể của Giả thuyết L’vov–Kaplansky trên các lớp đại số mới, nhằm tiến gần hơn đến việc khẳng định hoặc phản chứng giả thuyết này.
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1. SUMMARY  
The dissertation investigates  images of polynomials evaluated on noncommutative algebras, with particular emphasis on generalized noncommutative polynomials and their role in connection with the L’vov–Kaplansky conjecture as well as Mesyan’s conjecture. It further examines phenomena where the image of a polynomial may either cover the entire given algebra or generate certain distinguished subspaces. Typical cases under consideration include division algebras, matrix algebras over division rings, quaternion algebras, twisted group algebras, and locally finite algebras. In addition, the dissertation studies representations of elements as products of squares or as multiplicative commutators of elements arising from polynomial images, thereby linking the subject to classical topics in the theory of linear groups and Waring-type problems in the multiplicative setting.
2. NOVELTY OF THESIS
· Let  where  is even. If  is an algebra over a field  and there exists an even integer  such that , then . If  is a noncommutative ring and there exists  with , then a necessary and sufficient condition for every nonzero element of  to be invertible is that  is a division ring. Furthermore, if  is a division ring and , then  for all  when  is commutative, and  for all  when  is noncommutative.
· Let  be a division ring with center  of characteristic different from , and let . Then, a necessary and sufficient condition for  is that  coincides with the vector space generated by all involutory matrices in . Moreover, the vector space generated by the images of polynomials on  is described explicitly.
· A complete description is given for the images of multilinear polynomials on a quaternion algebra.
· Several conditions are established under which  holds for a given polynomial  and algebra .
· The complete version of Kursov’s theorem for  is proved. In addition, it is shown that the multiplicative commutator width in certain classes of algebras does not exceed , and a connection between multiplicative commutators and squares is identified.
3. APPLICATIONS/ APPLICABILITY/ PERSPECTIVE
	This line of research has potential theoretical applications in:
· Linear group theory, particularly in analyzing the structure of groups such as the special linear group ;
· Coding theory and cryptography, where matrix algebras and noncommutative transformations provide key tools;
· The study of twisted group algebras and their representations, especially in clarifying the structure of units in twisted group algebras;
· Free analysis, a recently developed field that studies the analysis of functions in noncommuting variables;
· Noncommutative polynomial optimization, a newly emerging area focusing on optimization algorithms that make use of images of noncommutative polynomials.
	Several open problems remain for future investigation, including:
· Extending the classification of polynomial images to other types of noncommutative algebras, such as finite-dimensional but non-simple algebras, or Banach algebras that are not necessarily unital;
· Further clarifying the relationship between the number of squares required in representations and the specific structure of the algebra;
· Exploring the phenomenon of surjectivity in the case of sums of two multilinear polynomials, which is not yet as well understood as in the multiplicative case;
· Investigating variants of the L’vov-Kaplansky conjecture on new classes of algebras, with the aim of moving closer to either proving or disproving the conjecture.
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