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1. TÓM TẮT NỘI DUNG LUẬN ÁN

Luận án nghiên cứu bài toán ước lượng phi tham số cho một số quá trình ngẫu nhiên, tập trung vào các quá trình dừng -mixing và đạt được hai kết quả chính:
1.1. Ước lượng hàm mật độ xác suất bất biến











Thứ nhất, luận án trình bày phương pháp ước lượng hàm mật độ xác suất bất biến  của quá trình ngẫu nhiên dừng -mixing  dựa trên mẫu quan sát bị nhiễu  với  tại các thời điểm . Ở đây,  là nhiễu, độc lập với  và cũng là quá trình dừng -mixing với hàm mật độ bất biến  đã biết. Nghiên cứu xét hai trường hợp:  thuộc lớp hàm mật độ nhiễu trơn thường hoặc siêu trơn. Các kết quả này được phát triển thêm từ bài báo [T1], Communications in Statistics - Simulation and Computation.

1.2. Ước lượng xác suất 


















Thứ hai, luận án tập trung vào ước lượng xác suất , với  và  là hai quá trình ngẫu nhiên dừng -mixing có các hàm mật độ xác suất bất biến  và  chưa biết. Giả sử có mẫu quan sát ghép cặp  từ quá trình  tại các thời điểm với , trong đó nhiễu  và  cũng là các quá trình dừng -mixing có hàm mật độ bất biến  và  đã biết. Các quá trình  và  độc lập theo từng đôi. Nghiên cứu xét hai trường hợp:  cùng thuộc lớp hàm mật độ nhiễu trơn thường hoặc siêu trơn. Các kết quả này được mở rộng từ bài báo [T2], Statistics.
2. NHỮNG KẾT QUẢ MỚI CỦA LUẬN ÁN
Luận án đưa ra các đóng góp mới dựa trên hai kết quả chính:
2.1. Kết quả mới về ước lượng hàm mật độ xác suất bất biến

Đóng góp quan trọng của luận án là thiết lập chặn dưới cho trung bình bình phương sai số của ước lượng từ dữ liệu bị nhiễu trong trường hợp quá trình ngẫu nhiên dừng -mixing. Điều này mở rộng phạm vi áp dụng và chứng minh ước lượng là minimax với tốc độ hội tụ tối ưu.



Một đóng góp khác là nới lỏng giả định nhiễu: thay vì các biến ngẫu nhiên độc lập, cùng phân phối, nay cho phép nhiễu là quá trình dừng -mixing. Điều này giúp phương pháp ước lượng áp dụng được cho nhiều tình huống thực tế mà vẫn duy trì hiệu suất tốt. Hơn nữa, kết quả được chứng minh cho lớp hàm mật độ nhiễu trơn thường dưới giả định tổng quát  thay vì điều kiện khắt khe thường dùng 

2.2. Kết quả mới về ước lượng xác suất 




Luận án mở rộng bài toán ước lượng xác suất  từ trường hợp các biến ngẫu nhiên  sang các quá trình ngẫu nhiên dừng -mixing .




Nghiên cứu cũng xét trường hợp dữ liệu bị nhiễu, với các quan sát  trong đó nhiễu  và  là các quá trình dừng -mixing, khác với giả định các biến ngẫu nhiên độc lập cùng phân phối trong các nghiên cứu trước.
3. CÁC ỨNG DỤNG/ KHẢ NĂNG ỨNG DỤNG TRONG THỰC TIỄN HAY NHỮNG VẤN ĐỀ CÒN BỎ NGỎ CẦN TIẾP TỤC NGHIÊN CỨU
3.1. Ứng dụng thực tiễn của ước lượng hàm mật độ xác suất bất biến
Ước lượng hàm mật độ bất biến của quá trình ngẫu nhiên dừng có nhiều ứng dụng trong tài chính, y học và khoa học dữ liệu, đặc biệt trong mô hình hóa, dự báo và phân tích dữ liệu. Trong luận án, phương pháp này được áp dụng để ước lượng phân bố xác suất của nồng độ enzyme creatine kinase ở nhóm khỏe mạnh và nhóm mắc loạn dưỡng cơ Duchenne (DMD) dựa trên dữ liệu thực.

3.2. Ứng dụng thực tiễn của ước lượng xác suất 

Ước lượng xác suất  giữ vai trò quan trọng trong các mô hình độ tin cậy theo thời gian (stress-strength model) và trong phân tích đường cong ROC (Receiver Operating Characteristic), qua đó hỗ trợ đánh giá hiệu quả của các xét nghiệm chẩn đoán. Trong nghiên cứu này, phương pháp được áp dụng để tính xác suất mà người mắc bệnh có nồng độ enzyme creatine kinase thấp hơn người khỏe mạnh, dựa trên dữ liệu DMD.
3.3. Một số vấn đề có thể được nghiên cứu trong thời gian tới


 Ước lượng hàm mật độ bất biến của  trong mô hình nhiễu nhân , vì nhiễu có thể xuất hiện cả dưới dạng cộng và nhân. Kết quả ban đầu đã công bố trong bài báo [T3], Journal of Nonparametric Statistics.
 Ước lượng hàm mật độ và xác suất trong các mô hình với nhiễu chưa biết, do khó xác định phân phối nhiễu thực tế. Kết quả ban đầu đang được phản biện tại Acta Mathematica Vietnamica.


 Ước lượng trong các mô hình tổng  và mô hình phức tạp  là những hướng nghiên cứu tiềm năng.

	CÁN BỘ HƯỚNG DẪN 
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1. SUMMARY

The thesis investigates nonparametric estimation for some stochastic processes, focusing on -mixing stationary processes and achieves two main results:
1.1. Estimation of the invariant probability density











First, the thesis presents a method for estimating the invariant probability density function  of an -mixing stationary process  based on noisy observations  with  at discrete time points . Here,  represents noise, independent of , and is also assumed to be an -mixing stationary process with a known invariant density . The study considers two cases:  belongs to the class of ordinary smooth or supersmooth noise densities. These results are further developed from [T1], Communications in Statistics - Simulation and Computation.

1.2. Estimation of the probability 



















Second, the thesis focuses on estimating the probability , where  and  are two -mixing stationary processes with unknown invariant densities  and . Suppose paired observations  are available from  at time points , with , where the noise processes  and  are also -mixing stationary with known invariant densities  and . The processes  and  are pairwise independent. The study considers two cases:  and  both belong to the class of ordinary smooth or supersmooth noise densities. These results are extended from [T2], Statistics.
2. NOVELTY OF THESIS
The thesis presents new contributions based on two main results:
2.1. Novel results on invariant probability density estimation

A key contribution of the thesis is the establishment of a lower bound for the mean squared error of the estimator based on noisy data in the case of -mixing stationary processes. This extends the scope of applicability and demonstrates that the estimator is minimax with the optimal convergence rate.



Another contribution is the relaxation of the noise assumption: instead of independent and identically distributed variables, the noise can be an -mixing stationary process, making the estimator applicable to more practical situations while maintaining good performance. Moreover, the results are proved for ordinary smooth noise densities under the general assumption , rather than the more restrictive condition commonly used .

2.2. Novel results on probability estimation for 




The thesis extends the problem of estimating the probability  from the case of random variables  to -mixing stationary processes .




The study also considers the case of noisy data, with observations  where the noise processes  and  are -mixing stationary, in contrast to the assumption of independent and identically distributed random variables used in previous studies.
3. APPLICATIONS/ APPLICABILITY/ PERSPECTINE
3.1. Practical applications of invariant probability density estimation
Estimating the invariant probability density of stationary processes has many applications in finance, medicine, and data science, particularly in modeling, forecasting, and data analysis. In this thesis, the method is applied to estimate the probability distribution of creatine kinase enzyme levels in healthy individuals and patients with Duchenne Muscular Dystrophy (DMD) based on real data.

3.2. Practical applications of estimating probability 

Estimating the probability  plays an important role in time-dependent reliability models (stress-strength models) and in ROC curve analysis (Receiver Operating Characteristic), thereby supporting the evaluation of diagnostic test performance. In this study, the method is applied to estimate the probability that a patient has a lower creatine kinase enzyme level than a healthy individual, based on DMD data.
3.3. Future research directions


 Estimating the invariant density of  in the multiplicative noise model , since noise can appear both additively and multiplicatively. Initial results are published in [T3], Journal of Nonparametric Statistics.
 Estimating density and probability in models with unknown noise, given difficulty determining the true noise distribution. Initial results are under review at Acta Mathematica Vietnamica. 


 Estimation in sum models  and more complex models  are potential directions for future research.
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