TRANG THÔNG TIN VỀ LUẬN ÁN 

Tên đề tài luận án: Tính đa tách biến của bài toán MICZ-Kepler chín chiều dưới góc nhìn giải tích và đại số
Ngành: Vật lý lý thuyết và Vật lý toán
Mã số ngành: 62440103
Họ tên nghiên cứu sinh: LÊ ĐẠI NAM
Khóa đào tạo: 2015
Người hướng dẫn khoa học: GS. TSKH. LÊ VĂN HOÀNG
Cơ sở đào tạo: Trường Đại học Khoa học Tự nhiên, ĐHQG.HCM 
1. TÓM TẮT NỘI DUNG LUẬN ÁN:


Bài toán MICZ-Kepler chín chiều mô tả chuyển động trong không gian Euclidean chín chiều của điện tích thử quay một dyon thông qua tương tác Coulomb và tương tác “isospin” của đơn cực từ SO(8). Luận án khảo sát vấn đề liên quan đến tính đa tách biến của bài toán MICZ-Kepler chín chiều dưới góc nhìn giải tích và đại số.
Nội dung tập trung nghiên cứu các vấn đề sau:

- Đưa ra bức tranh tổng quát về mối liên hệ giữa bài toán MICZ-Kepler nhiều chiều với các đối tượng khác nhau trong toán học và vật lý. Đây là một kết quả cần thiết và quan trọng cho những nghiên cứu sau này về bài toán MICZ-Kepler nhiều chiều và giúp cộng đồng có một cái nhìn tổng quan hơn về một bài toán có vẻ rất trừu tượng này.

- Khảo sát tính đa tách biến của bài toán MICZ-Kepler dưới khía cạnh giải tích. Việc tách biến và tìm lời giải chính xác cho hàm sóng của bài toán MICZ-Kepler chín chiều trong các hệ tọa độ khác nhau, cụ thể là: tọa độ cầu, parabolic và phỏng cầu dài.

- Khảo sát tính đa tách biến của bài toán MICZ-Kepler dưới khía cạnh đại số. Các đại lượng bảo toàn cụ thể của bài toán đối với các bộ hàm sóng cơ sở khác nhau cần được xác định. Từ đó, mối liên hệ giữa các bộ hàm sóng cơ sở đã được xây dựng được tìm ra bằng phương pháp đại số.
2. NHỮNG KẾT QUẢ MỚI CỦA LUẬN ÁN:

- Đưa ra bức tranh tổng quan về mối liên hệ giữa Bài toán MICZ-Kepler với các khía cạnh khác nhau như: đại số chia chuẩn hóa, phân thớ Hopf, phép biến đổi Hurwitz, đơn cục từ, hiệu ứng Hall lượng tử, đối ngẫu giữa bài toán dao động tử điều hòa và bài toán Kepler Coulomb, vật lý hai thời gian, v.v.v. Việc đặt bài toán MICZ-Kepler nhiều chiều vào bức tranh chung của những đối tượng toán học và vật lý nói trên giúp chúng ta có được những cái nhìn sâu sắc hơn về tương tác giữa điện tích và đơn cực từ trong bài toán MICZ-Kepler nhiền chiều. Đồng thời, chúng tôi đã trình bày sơ lược các kết quả đã được nghiên cứu về bài toán này, cụ thể là tính đối xứng và tính siêu khả tích của bài toán này. Kết quả của này đã được công bố dưới dạng một bài báo tổng quan (Review paper) trên tạp chí Communications in Physics (DOI: 10.15625/0868-3166/15905). Ngoài ra, đề xuất về khả năng sử dụng đại số chia chuẩn hóa octonion để biểu diễn bài toán 9D MICZ-KP cũng đã được chúng tôi báo cáo trong Hội nghị Vật lý lý thuyết toàn quốc lần thứ 41, năm 2016.
- Xây dựng lời giải giải tích tường minh của bài toán MICZ-Kepler chín chiều trong các tọa độ parabolic và tọa độ phỏng cầu dài: tách biến phương trình Schrodinger và đưa ra lời giải cho hàm sóng cho bài toán MICZ-Kepler chín chiều trong các tọa độ parabolic và phỏng cầu dài, tìm mối quan hệ giữa bộ hàm sóng cơ sở trong tọa độ phỏng cầu dài với các bộ hàm sóng cơ sở parabolic và cầu cũng thông qua các hệ thức giới hạn của đa thức Heun hợp lưu và xác định phép biến đổi giữa bộ hàm sóng cơ sở trong tọa độ parabolic và tọa độ cầu bằng cách tính trực tiếp các tích phân giữa hàm sóng cơ sở trong hai hệ tọa độ trên. Kết quả này đã được công bố trên tạp chí Journal of Mathematical Physics vào năm 2019 (DOI: 10.1063/1.5051787).

- Xây dựng được các tích phân chuyển động bảo toàn tương ứng với các bộ hàm sóng cơ sở: xây dựng tường minh 3 bộ tích phân chuyển động trong 3 bộ hàm sóng cơ sở là cầu, parabolic và phỏng cầu dài. Ba bộ tích phân chuyển động trên chỉ khác nhau ở đại lượng bào toàn thứ 9: đó là toán tử xung lượng mở rộng, hình chiếu của vector Laplace-Runge-Lenz, hay tổ hợp giữa hai lựa chọn trên tương ứng với các bộ cơ sở trong tọa độ cầu, parabolic và phỏng cầu dài. Phép chuyển cơ sở giữa hai bộ hàm cơ sở trong tọa độ cầu và tọa độ phỏng cầu dài được xây dựng bằng cách sử dụng cấu trúc đại số ẩn dưới các bộ hàm cơ sở trên. Điều này tương đương với một cách tiếp cận đại số nhằm tính một tích phân chín lớp phức tạp giữa các hàm Heun hợp lưu, đa thức Laguerre liên kết và đa thức Jacobi mở rộng. Kết quả này đã được báo cáo tại Hội nghị Vật lý lý thuyết toàn quốc lần thứ 44, năm 2019 và được gửi đăng lên tạp chí Journal of Mathematical Physics. Bản thảo cũng được công bố toàn văn trên Arxiv: https://arxiv.org/abs/2106.02313.

3. CÁC ỨNG DỤNG/ KHẢ NĂNG ỨNG DỤNG TRONG THỰC TIỄN HAY NHỮNG VẤN ĐỀ CÒN BỎ NGỎ CẦN TIẾP TỤC NGHIÊN CỨU: 


Bài toán MICZ-Kepler chin chiều có liên hệ mật thiết với nhiều đối tượng toán học và vật lý khác nhau. Vì lẽ đó, nghiên cứu về các mặt khác nhau của bài toán MICZ-Kepler chin chiều chính là việc khảo sát tường minh các đối tượng toán học như đại số chia chuẩn hoá, phân thớ Hopf, phép biến đổi Hurwitz, v.v.v trên một bài toán vật lý cụ thể. Những nghiên cứu này không những có thể gián tiếp ứng dụng trong vật lý toán mà còn trong các lĩnh vực vật lý khác như vật lý năng lượng cao hay vật lý chất ngưng tụ. 

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án này, một số khía cạnh khác của bài toán MICZ-Kepler chín chiều mà chúng tôi muốn tiếp tục phát triển để khảo sát đầy đủ hơn bài toán này dưới nhiều góc nhìn khác nhau như: tính chất siêu đối xứng của bài toán; Hàm Green của bài toán MICZ-Kepler chín chiều; lời giải đại số trực tiếp dựa vào đối xứng động lực SO(10,2) và vật lý hai thời gian; lời giải đại số bằng cách sử dụng các toán tử bất biến Casimir của nhóm SO(10) và biểu diễn octonion hoàn chỉnh cho bài toán MICZ-Kepler chín chiều.
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1. SUMMARY:


The nine-dimensional MICZ-Kepler problem describes quantum nonrelativistic bound states of a charged particle in nine-dimensional Euclidean space around a dyon via Coulomb interaction as well as “isospin” interaction of SO(8) magnetic monopole. This thesis aims to study the multiseparation of the nine-dimensional MICZ-Kepler problem under analytical and algebraic perspectives.
The goals of our study in this thesis are given as follows:

- Provide a whole picture of mathematics as well as physics of which multidimensional MICZ-Kepler problem is a part. This is a significant result for further investigation about the multidimensional MICZ-Kepler problem and for physicists to have a review picture about this problem.
- Investigation of the multiseparation of nine-dimensional MICZ-Kepler problem via analytical approach. The wave function of the nine-dimensional MICZ-Kepler problem is exactly analytically solved by variable separation method in different coordinate systems, namely: spherical, parabolic, and prolate spheroidal coordinates.
- Investigation of the multiseparation of nine-dimensional MICZ-Kepler problem via algebraic approach. The specific integrals of motion of this problem correspond to each basis set of wave functions that need to be determined. Then, the relationship between the bases sets of the wave functions can be algebraically constructed.
2. NOVELTY OF THESIS:

- Presenting a review picture about the MICZ-Kepler problem and different topics such as normed division algebras, Hopf maps, Hurwitz transformations as well as the magnetic monopole, quantum Hall effect, the duality between the harmonic oscillator and the Kepler Coulomb problems, two-time physics. This picture provides us with a deeper understanding of the interaction between monopole and charge in the multidimensional MICZ-Kepler problem. Finally, the most recent results in studying the nine-dimensional MICZ-Kepler problem have also been reported as well as the opened questions for further investigations about this problem. This result has been published as a Review paper in Communications in Physics in  2021 (DOI: 10.15625/0868-3166/15905). Also, the proposal of octonion representation of the nine-dimensional MICZ-Kepler problem was reported as a talk at the 41st Vietnam Conference on Theoretical Physics in 2016.

- Solving the nine-dimensional MICZ-Kepler problem in both parabolic and prolate spheroidal coordinate systems. The Schrodinger equation of the nine-dimensional MICZ-Kepler problem has been analytically solved by variable separation method in parabolic and prolate spheroidal coordinate systems in the same manner as the spherical coordinate system in our previous works. Moreover, the interbasis transformation between parabolic and spherical bases is also determined by directly integrating their wavefunctions. Also, the limitation relations between spheroidal basis and spherical as well as parabolic bases are obtained by the asymptotic behavior of the confluent Heun function. These results have been published in the Journal of Mathematical Physics in 2019 (DOI: 10.1063/1.5051787).
- Constructing the nonuplet of integral of motions associated with each basis of the wavefunction. These nonuplets are distinguished by only one integral of motion, particularly, the generalized angular momentum, the projection of the Laplace-Runge-Lenz vector, and their linear combination for the spherical, parabolic, and spheroidal bases respectively. Then, the relationship between the spherical and prolate spheroidal basis sets of wavefunction was obtained by using the algebraic structure underlying these bases. The above result allows us to calculate a complex integration between the confluent Heun, generalize Jacobi, and associated Laguerre polynomials by algebraic approach instead of the analytical approach. These results were reported as a poster at the 44th Vietnam Conference on Theoretical Physics in 2019 and have been submitted to the Journal of Mathematical Physics. The preprint of this submission is also posted on Arxiv: https://arxiv.org/abs/2106.02313.

3. APPLICATIONS/ APPLICABILITY/ PERSPECTIVE 

The nine-dimensional MICZ-Kepler problem is a part of a picture containing lots of mathematics and physics topics. Therefore, studying different aspects of this problem is applying mathematics objects like normed division algebra, Hopf maps, or Hurwitz transformation on a particular physics problem. These studies could be indirectly applied not only in mathematical physics but also in other physics topics such as high energy physics or condensed matter physics.

Besides the results presented in this thesis, these are other issues belonging to the nine-dimensional MICZ-Kepler problem that needs to be solved: its supersymmetry, its Green function, the algebraic solution using the SO(10,2) dynamical symmetry involving two-time physics, the algebraic solution utilizing the invariance Casimir operators of its SO(10) symmetry and its complete octonion representation.
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